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Introduction

L’appellation "calcul fractionnaire" ne signifie pas le calcul des fractions, elle ne signi-
fie pas non plus une fraction de n’importe quel calcul différentiel, intégrale ou on calcul de
variations.

Le calcul fractionnaire est une théorie des intégrales, et des dérivées d’ordre arbitraire réel
ou méme complexe. C’est une généralisation du calcul classique, et par conséquent, conserve

des nombreuses propriétés de base.

Généralement les dérivées et les intégrales d’ordre entier ont des interprétations phy-
siques et géométriques claires, qui simplifient de maniére significative leur utilisation pour
résoudre des problémes appliqués dans de divers domaines de la science. La différentiation
et 'intégration d’ordre fractionnaire n’ont aucune interprétation géométrique et physique

acceptable pendant plus 300 ans.

La dérivation fractionnaire fournit plusieurs outils potentiellement utiles pour la résolu-
tion des équations intégrales.

Bien que le calcul différentiel classique fournit des outils puissants pour la modélisation
d’un bon nombre de phénomeénes étudiés par les sciences appliquées, ces outils ne permettent
pas de tenir compte de la dynamique anormale, que présente certaines systémes complexes
rencontrés dans la nature, ou dans les interactions de la société. Les résultats expérimentaux
montrent que plusieurs processus liés aux systémes complexe ont une dynamique non-locale
impliquant des effets a long terme.

Les opérateurs de dérivation et d’intégration fractionnaires présentent des similitudes

avec certaines de ces caractéristiques, ce qui en fait un outil plus adapté pour la modélisa-
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tion de ces phénomeénes.
L’histoire de la dérivée non entier s’étale de la fin du 17 éme siécle jusqu’a nos jours. Les

spécialistes s’accordent pour faire remonter son début a la fin de 'année 1695 quand L'HOS-

d™y

PITAL a soulevé une question a LEIBNIZ en s’interrogeant sur la signification de 7%

lorsque
n = % LEIBNIZ, dans sa réponse, voulut engager une réflexion sur une possible théorie de la
dérivation non entiére, et a écrit & L'HOSPITAL :"...cela conduirait & un paradoxe a partir
duquel, un jour, on aura tirer des conséquences utiles ".

Il a fallu attendre les années 1990 pour voir apparaitre les premiéres " conséquent utiles "
. La premiére tentative sérieuse de donner une définition logique pour la dérivée fractionnaire
est dit a LIOUVILLE, qui a publie neuf documents dans ce sujet entre 1832 et 1837. Indépen-
damment, RIEMANN a proposé une approche qui s’est avérée essentiellement celle de LIOU-
VILLE, et c’est depuis qu’elle porte le non "Approche de RIEMANN-LIOUVILLE ". Plus
tard, d’autres théories on fait leurs apparition comme celle de GRUNWALD-LEITNIKOV ,
de WEYL et de CAPUTO. A cette époque il n’y avait presque pas d’applications pratiques
de cette théorie, et c’est pour cette raison qu’elle a été considérée comme une abstraite ne
contenant que des manipulations mathématiques peu utiles. Le passage des formulations
mathématiques pures a des applications, a commencé a voir le jour depuis les année 1990.
Les équations différentielles fractionnaire, sont apparues dans plusieurs domaines tels que la
physique, la biologie, la mécanique...
Ce travail est divisé en trois chapitres Dans le premier chapitre, nous donnons la définition

" et quelques définitions de base essentielles utilisées dans la

du mot "calcul fractionnaire
dérivation fractionnaire
Le chapitre 2, contient les dérivées et les intégrales fractionnaires dans le cas continu
Le Chapitre 3, Sur le titre "calcul fractionnaire dans le cas discret", contient des définitions

fondamentales et la différence d’ordre fractionnaire au sens de Caputo et au sens de Riemann

et La différence d’ordre fractionnaire a droite avec la fonction de Mittag-Leffler.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre nous présentons des notions de base qui concernent les fonctions spéciales

qui sont utilisées dans notre travail

1.1 Les fonctions spéciales

Dans cette section nous présentons des définitions et propriétés pour les fonctions :

Gamma, Béta et Mittag-Leffler,...

1.1.1 Fonction Gamma

La fonction Gamma d’Euler est une fonction de base du calcul fractionnaire. Cette fonc-

tion généralise le factoriel n !, et permet & n de prendre des valeurs réelles ou méme complexes.

Définition 1.1.1. /3] La fonction Gamma d’Euler est définie par l'intégrale

+0o0
['(z) = /tz_le_tdt ou z € C. (1.1)

0

Qui converge sur le demi-plan complexe R e(z)>0.

['(z) est une fonction strictement décroissante pour 0 < z < 1.

Exemple 1.1.1.
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par lintégrale par parties, on obtient :

—+00

r(@) = [t + / et =[] =1

Comme une deuziéme méthode on utilise la formule I'(n) = (n — 1) ! alors
M(1)=0!=1,0@2) =11=1.

Lemme 1.1.1. La fonction Gamma est une fonction de classe C* sur R’ (resp.holomorphe

sur le demi-plan z€ C, Re(z) > 0) et VK e N , Vze RY

“+oo

Py — / (In(t))Ft—"e~"dt.

0

Proposition 1.1.1. [3/ Nous avons les propriétés suivantes :
Pour tout z€ C, Re(z) >0, neN; ona:
1. I'(z 4 1) = 2I'(2).

2. T(L) = ymet T(n+ 1) =20/

4nn)

3. I'(n) = (n— 1)L

Démonstration :

1. Représentons I'(z 4+ 1) par U'intégrale d’Euler et intégrons par parties :

+o00

I(z+1) = /tze_tdt
0
+oo

- [—tze_t}goo + 2z / t*le7tdt
0
+oo

= z/tZ1etdt

= z['(2)
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2.
2.1 Avec le changement de variable s = v/¢, on obtient :
1 et
e
=) = —dt
<2) / Vi
0
+oo

= 2/6_32ds

= 2(-=) (d'apres l'integrale de gauss)

2.2 Nous allons démontrer la formule T'(n 4 3) = M, par récurrence sur n € N.

4nn!
Pour n =0, ona'(0+3) = 0y/(m) _ N

470!
Supposons que la formule est vérifiée pour (n — 1) et considérons n. C-a-d que supposons

que [((n—1)+3) = 2n D/ est veérifié. Alors

2 4n—T(pn—1)! >
I'(n+ %) = T'((n— %) +1)
1 1
= (n=g5)ln—-3)
= (- )N -1)+ )

(2n—1) (2n —2)\\/7

2 A l(n-—1)!
2n (2n — 1) (2n — 2)Iy/7
2n 2 4 1(n—1)!
n)ly

~ 4n(n)!

Donc la formule est vérifiée pour n.

3. Il suffit d’appliquer 1 pour z =n — 1.

Remarque 1.1.1. La détermination de la fonction Gamma pour les valeur négatifs non en-
tier par la formule T'(z) = @, et la transition d’un intervalle & un autre (—1,0) ; (=2, —1) ;
(—=3,—-1) ,...

La fonction Gamma n’existe pas pour les valeurs négatifs entiers.
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Exemple 1.1.2.

5 r%l) _ F(%;H)
_ Q)
_ os
N r(‘;) _ F<7;+1>
_ ')
4 2
= VT

Proposition 1.1.2. Pour tout p >0 on a :

nln?

I'(p) = ,}3{}0 plp+1)(p+2)...(p+n)

Démonstration. Considérons la fonction

f(n,p) = / (1 — %)nxp_ldx.
0

On peut voir que

lim f(n,p) =L(p).

n—oo

D’une autre parte, par l'intégration par parties on obtient

fonp) = [1=3 0
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Encore fois, en intégrant par parties

n

f(n,p) = %/(1—§)n_lxpdxz

0
_ 1|:(1_£>n ;le} n—1 / p+1dx.
P n/ p+1 npp—l—l
L =Dy,
n?p(p + 1) n
0

Apreés 'intégration par parties n fois, on obtient

n

i _ n(n —1)...[(n — (n —1)] AT
f(n.p) n" p(p+1)...[p+(n—1)]0/<1 n> T da.

n! ntp
~ o plp+ 1)dp+ (n—1)] [”"‘P]o
n! nP
p(p+1)...(n+p)

Par conséquent
n! nP

P(p) = lim p(p+1)..(n+p)

1.1.2 Fonction Béta

Elle fait partie des fonctions de base du calcul fractionnaire. Cette fonction joue un roéle

important quand elle est combinée avec la fonction Gamma.

Définition 1.1.2. /3] La fonction Béta est définie par :

1
/tz '1—t)"'dt  Re(z) >0, Re(w)>0. (1.2)
0

Lien entre la fonction Gamma et la fonction Béta :

La fonction Gamma et Béta sont liées par la relation :

B(z,w) = % (1.3)
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Démonstration :
Soit D =]0, +00[x]0, +oc], on a :

+oo +o0

[z)lMN(w) = /e‘tltlz_ldtl /B_tQth_ldtQ

0

e*(tﬁt?) tlzil t2W72dt1 dtg

I
oS Y~——1
g o
O\_é’_

En utilisant le changement de variable suivant

u = tl + t2 tl = uv
=
v = t1$t2 to = u(l —v)
O(t1,1t2) v u
—_— = = —U
d(u,v) 1—v —u

De méme que le domaine D’ correspondante a D dans les cordonnées u, v est

D'={(u,v)/u>0,0<v<1}

Alors
//tlz_ltgw_le_(t1+t2)dt1dt2 = //(uv)z_l(u(l —v))¥ e | —u|du dv
D D’

= //uZ“LW_lVZ_l(l—V)W_le_“dudv
D/

+oo 1

— // ztw—lyz— 1 V)W_le_ududv

1

:/“Wleudu/v (1—v)¥ldv

= I'(z4+w)B(z,w).

Par conséquent on a :
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Proposition 1.1.3. 1.B(z,w) = B(w, z), (symtrique).
2.B(z,1) =1

Démonstration :

B(z,w) =

2. Nous avons

1.1.3 Fonction de Mittag-LefHer

Pour les équations différentielles d’ordre fractionnaire , la fonction de Mittag-Leffler joue

le méme role que la fonction exponentielle .

Définition 1.1.3. [1/
La généralisation de la fonction exponentielle a un seul parametre a été introduite par Mittag-
Leffler et désignée par la fonction suivante

pour z € C
o @] ZH

E.(z) = —, (a>0). 1.4
&=ty @0 (1.4
La fonction de Mittag-Leffler a deux paramétres joue également un role tres important dans

la théorie du calcul fractionnaire . Elle est définie par le développement en série suivant :

EMQ)ZE:f@%%EF (>0, 3>0) (1.5)

k=0
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Proposition 1.1.4. Pour des valeurs spéciales de o et 5 on a :

]_El(Z) = El‘l(Z) = Zor(é—il) = e~.

- ) (%) 12 L) 1y

2.E12(2) = (2) ZO Fats = 2 ol = 2 Z_:O G = 2 (e —1))

= e Zht2 e*—1—z
3.E13(2) = T n+3 e = z_:o (12 =
En génemle :

1 T2
Elm( ) - m—1 {ez - m}
~k=0

Théoréme 1.1.1. La fonction de Mittag-Leffler posséde les propriétés suivantes :

1) Pour|z| <1 la fonction de Mittag-Leffler généralisée satisfait :

+o00

1
/ e P B, p(2t™)dt = —
0
2) L’intégration de la fonction de Mittag-Leffler :
/ o s(MM) 71t = 2PB(a, 4+ 1)(A=2).

0

3) La dérivée d’ordre n € N de la fonction de Mittag-Leffler est donnée par :

dn

(@B () = P B ().

Démonstration. Voir [1]

1.1.4 Fonction de Green

(1.6)

(1.7)

(1.8)

La fonction de Green interviennent dans la résolution de certaines équations différen-

tielles(en particulier , le cas des équations différentielles fractionnaires ).

Définition 1.1.4. La fonction de Green dans le cas fractionnaire est définie comme suit :

. S a<t<s<b
5= a0y
(T — (t — S)) a S S S b
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Lemme 1.1.2. La fonction de Green G(t,s) précédemment définie posséde les propriétés
suivantes :

¢ G(t,s) > 0 pour tout a < t,s <b.

¢ maxcpop) G(t,s) = G(s,s) pour s € [a,b].

¢ G(s,s) admet un unique maximum, donné par

a+b a+b (b—a)

G g
max (s,s) ( 5 g

Démonstration :

(t—a)(b—s)

s > 0. En regardant que la partie go(t,s) =

¢ 1l est clair que gy(t,s) =

(—(t_a)(b_s) —(t—s)) on voie que (t—s) = t‘—“(b—(a—k—(s_a)(b_a))) et que a—l——(s_t)_(s_“) > 5

b—a b—a (t—a) (t—a) =
ssi $ > a. Donc, on conclue que go(t,s) > 0 aussi. D’ou, la démonstration de la pre-
miére partie est terminée.

¢ Clairement, g;(t, s) est une fonction croissante en ¢t. En dérivant g, par rapport ¢ pour

chaque sfixé; on voie que go est une fonction décroissante en ¢.

¢ Soit g(s) = G(s,s) = % Alors, on peut montrer que ¢'(s) = 0 si s = 2 et

a+b ) __ b—a

donc la démonstration est achevée en vérifiant que g(%2) = >3%.

1.1.5 La fonction Wright

Définition 1.1.5. La fonction de Wright est définie par :

k

+o0
T
gb(a, /8, I) = gm, a>—1 (19)



Chapitre 2

Calcul fractionnaire dans le cas continu

Il existe plusieurs définitions mathématiques de l'intégration et de la dérivation d’ordre
fractionnaire. Ces définitions ne meénent pas toujours & des résultats identiques mais sont

équivalentes pour une large gamme des fonctions.

Dans ce chapitre, on introduira 'opérateur d’intégration fractionnaire ainsi que les deux
définitions les plus utilisées des dérivées fractionnaires a savoir celle de Riemann-Liouville et
de Caputo, en donnant les propriétés les plus importantes de ces notions. On donne aussi

quelques approches(Hadamard, Grunwald-Letnikov, Weyl)

2.1 Intégrales fractionnaires au sens de Riemann-Liouville

Soit 2 = [a,b] avec (—oo < a < b < +00) un intervalle fini sur R et f € L'([a,b]) une
fonction intégrable sur €2

On pose :

I f@) = [ o

a

12
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Lif(x) = Ii(Ig: f(2))

T

= [ 1sa

= ]/f(s)ds dt.

D’apres l'intégrale par partie, nous avons :

T

Pf@) = |t / F(s)ds - / Lf(t)de

a

= x]f(t)dt—jtf(t)dt

a

- / (z — 1) f(t)dt.

ieme

Donc, pour n itération, on obtient :

T

mf) = (n_ll)! / (x_lt)lnf(t)dt-

Cette formule est appelée formule de cauchy,et d’apres la propriété de Gamma
['(n) = (n — 1)!, nous avons :

T

2@ = o [ G o

a

Définition 2.1.1. [// Soit Q = [a,b] avec (—oo < a <b < +o0)un intervalle fini sur R et
f € L([a,b]) une fonction intégrable sur S).

Lintégrale fractionnaire a gauche de Riemann-Liouville d’ordre o € C définie par :

T

I f(z) = F(la) / @ i%)l_ndt, r>a, Re(a)>0. (2.1)

a

De méme maniére, on définit l'intégrale fractionnaire a droite de Riemann-Liouville d’ordre

a € C par :

b
LY f(x) = F(la) / i _fECt>)1—ndt , . <b, Re(a)>0. (2.2)
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Proposition 2.1.1. wvoir( [1],page T1]).
Soient a. 5 € C avec Re(a)), Re(f) >0 et a, b € R. Nous avons :

LI% (x —a)™ = %(m—a)ﬁml.
21 (b )" = (g(f >a) (b— z)Pet,

Démonstration :

1.0n posef(x) = (x — a)’~!. Nous avons
I fw) = gy [l =0 =

Avec le changement de variable ¢t = a + s(z — a), nous avons

.
t=a< s=0;

t=rs=1,

dt = (x — a)ds
\
Donc avec la définition de la fonction Béta, on obtient :
1
_ \B+a—1
I f(x) = % / P71 — 5)* s ds
0
o 3(57 Oé) B+a—1
Io) (x —a)

En utilisant la formule (1.3), on obtient :

L) gy+at
(6+a)( ) '

2.0n pose g(x) = (b— z)?~1. Nous avons

I f(x) =

b
1
e = — ) (b — )P dt.
b 9 F / )

Avec le changement de variable ¢t = b — s(b — ), nous avons :

)
t=bs s=0;

tl=x&s=1,

dt = —(b— x)ds

\

(2.3)

(2.4)
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Donc avec la définition de la fonction Béta, on obtient :

1
b_ ,6’+a 1
LY g(x) = z) /55 (1 —s)*tds
0

En utilisant la formule (1.3), on obtient :

I g(x

L'(s)

) = L'+ a)

(b

_ x)ﬁ-i—a—l_

Proposition 2.1.2. Soient f € C([a,b]) et o> 0 et > 0. Les intégrales fractionnaires de

Riemann-Liouville (2.1) et (2.2) posséde les propriétés suivantes :

LIS I, f(a)] = 1277 f ().

2.0 (1] f(x)] = I+ f(a).

Démonstration. 1. Nous avons :

B
@) = F(la) / (gcl(i];)(ﬁadt

/ f(7)
(x —t)l=o(t — )18

dt| dr(d’aprés le théoréme de Fubini) .

en utilisant le changement de variable t = 7 + s(z — 7), on obtient :

;

\

dt = (z — 1)ds

t=r<s=1

t=a&T1T=0<s=0.
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Donc, nous avons

&Wmﬂ-%ﬁﬁ/kﬁmww4@¥%m

a

_ B(a,B) / f(r)dr
(

M) ) @-nres
B 1 [ f(r)dr
- T(a)r(p) a/ (x — 7)o
= I f(x)

2. Nous avons :

e [ff_f(x)} _ /b (t[bﬂi (t)adt

I(a) J (t- )=
_ 1 7 f(7) 7—
-~ T(a)r(p) x/ t/t —o)a(r — t)l—ﬁd ] dt
b [ b
_ 1 f(r) o o B
= W/ / (t IR .T)lfa(T — t)lfﬁ dt] dr (d apres théoréme de Fubini )

en utilisant le changement de variable t = 7 — s(7 — z), on obtient :
dt = —(T—2)dst =0 < s=1
t=bs17=bs5=0.

Donc, nous avons

@) = 5 jUﬁlaﬂ%ﬁ%%m
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2.2 Dérivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville

Définition 2.2.1. (voir [1], [3]) Soit f € L'([a,b]) une fonction intégrable sur |a,b]. Les
dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville ®vD%, fet BED¢ f d’ordre o € C(Re(ar) > 0)

sont définie par :

o) = (o) ()

_;inxi n = [Re(a r>a
B Nn—@(@)!/@_wwmﬂh [Re(a)] +1, x> a.(25)

et

o) = (—2) @)

- (-2 : bL n = |Re(a x
B F(n—a)( da:) x/(t—x)a—nﬂdt’ [Re(a)] +1, = <b(2.6)

adroit et a gauche respectivement, ou |.] dénote la fonction partie entiére d’une nombre réel

Remarque 2.2.1. 1. Sia =m € N, alors n = m + 1. Donc, en utilisent (2.5)et (2.6), on
obtient les propriétés suivantes :

(a) ®Dpy f(x) = "Dy f(x) = f(@).

(b) "D f(x) = £ ().

(c) "D f(z) = (=1)"f") (x).

O f™) est la dérivée usuelle de f d’ordre m.

2.510 < Re(a) < 1, alors n=1. Donc, (2.5) et (2.6) devient :

T

RL Nma _ 1 i f(t)dt T a
Dﬁ(@Fﬂ—aMx‘/@—ﬂa’ -

a

RLD?f(w):ﬁ(_%> /b (tf@f)t  T<b

T

3.8 a €RT, alorsn=[a]+ 1. Donc, (2.5) et(2.6) devient :

RLpe, f(z) = ﬁ (%)n ]% ;x> a. (2.7)

a
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b

RLDa f() ﬁ (-%) /% o< (2.8)

T

4.80<a<1l,alorsn=1. Donc, (2.7) el(2.8) devient :

xT

1 d /f(t)dt

RLD‘%_f(:E):m% (I—t)a )

a

g o) () ([ L)

xT

Proposition 2.2.1. voir[1] Soient o, [ € C avec Re(a), Re(B) > 0 et a, b € R. Nous

avons :
o _ r o
1. BLDo (z —a)’7! = F([(f_)a(x —a)fo L,
«a — r —a—
2. BEDp (b= )"t = e (b — )t
Démonstration :

1 .on pose f(z) = (z — a)?~1. En utilisant 2.5, on obtient :

dn
REDg () = (0 (@), 0= [Re(a)] + 1.
D’aprés propriété 2.3, on obtient :
re) a e
RLDa — _ \BH+n—a—1 2.9
@) = Sy @ 29)

D’aprés les propriétés de la fonction Gamma, nous obtenons :

%(9& —a) ™ = B+n—a-1D)B+n—a—2)..(8-a)(z—a)"
F(?(;—:)O‘)(x _ )1, (2.10)
Nous substituons 2.10 dans 2.9, nous obtenons :
RL na _ F(ﬁ) _ \B—a—
Doy f () = m(ﬂf a) g

2 . On pose g(z) = (b — x)?~1. En utilisant 2.6, on obtient :

Tldn

R

(I="g(x)) , n = [Re(a)] + 1.
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D’aprés propriété 2.4, on obtient :

') —d o
RLDOé_ — (=1 n bh— B+n—a—1 211
D’aprés les propriétés de la fonction Gamma, nous obtenons :
Dbt = (1B n—a = (40— a—2)..(— a)(b )
xn
T'(B+n—a) o
)= (b—z)f L 2.12
()= (212
Nous substituons 2.11 dans 2.12, nous obtenons :
I'(3) o
RLDa_gZE :—b—fL‘ﬂ «a 1‘

Remarque 2.2.2. 1.57 § =1 et 0 < Re(a) < 1,alors la dérivée au sens de de de Riemann-Liouvill

constante en général n'est pas nulle :

(x—a)™®
['(1—a)

(b—ax)

RL N«
D% 1= w=r
at I'(1— )

et LD 1 =

2.Pour tout j =1,2,.....[Re(a)] + 1 avec Re(a) > 0,nous avons : .

HDG (e = a)* =M DY (b= @)™ =0,

2.3 Dérivées fractionnaires au sens de Caputo

Définition 2.3.1. /3] Soient o € C avec n = [Re(a)] + 1 et f: [a,b] — C une fonction
telle que f™ € L'[a,b]
Les dérivées fractionnaires d’ordre o de f au sens de Caputo sont définies par :

x

(n)
i) = 5 F0) = oo [ o (2.13)

a

et

FM(t)dt
(t _ x)afnJrl

(2.14)

b
Dy fla) = (0w = o |
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Proposition 2.3.1. 1.les dérivées fractionnaires au sens de Caputo sont linéaires c’est a

dire :

Do (A + ng)(x) = ADg, f)(@) + n(*Dgg)(x),  pourtout A, p € C.
et

“Dy_ (M + pg)(x) = M Dy f)(x) + u(“Dyg)(z) ,  pourtout A\, u € C.

2. Les relations entre les dérivées au sens de caputo (2.13), (2.14) et les dérivées au sens de

Riemann-Liouville(2.5), (2.6) sont données par :

B n—1 (k) a
D () = D | )~ 30 L - a)k] (2.15)
et -
B n=1 r(p)
DY fa) = D | 7)Y k(!b)(b—x)’“] (2.16)

Remarque 2.3.1. 1. si 0 < Re(a) < 1, alors avec Remarque(2.2.2.), les relations (2.15)

et (2.16) prennent les formes suivantes :

D () = DS, () ~ fla)] = D5 f(o) — 2O (o a0

iy
et
"D f() = Di. ) = FO)] = Dif(a) = [ P 2)

2. Sia & N* | alors avec propriétés de la fonction Gamma, les relations 2.15 et 2.16 prennent

les formes suivantes :

D) = D5 1) = 2 gy
et
o . nl () o
Dy_f(z) = Dy_f(z) — ~T(k—a+1) (b— )

3.8 feC(a, b)), nous avons :

Dy (L f(x) = [(x)
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et

I3, (“Dgy f(x) = flz) -
Donc, l'opérateur de dérivation de Caputo est un inverse a gauche de l'opérateur d’intégration

fractionnaire mais il n’est pas un inverse a droit.

Exemple 2.3.1. 1 . Soient B € C avec Re(B) > 0 et n = [Re(S)] +1 . La dérivée de la

fonction f(z) = (v — a)’~' au sens de caputo est donnée par :

I'(5) e
‘D2 f(r) = ——A—(x —a)’ ! 2.17
2 . En remplacement dans (2.17) = 1, nous obtenons que la dérivée d’une fonction

constante au sens de Caputo est nulle.

%endeqnarray %endeqnarray

2.4 Approche de Hadamard

Dans cette section, nous présentons les définitions et quelque propriétés de I'intégrale, et

la dérivée fractionnaire de Hadamard.

Définition 2.4.1. Soit « > 0. L’intégrale fractionnaire de Hadamard a gauche (resp. a

droit) d’ordre o de f est définie par :

t

000 = g [ (o) P

a

et,
b

U= )(t) = ﬁ/ <10g ;) o @dr

t
Proposition 2.4.1. Soient a, f € C avec Re(a)) >0, Re(f) >0et1< p < 400.5i0<

a<b<+oo, et f € LP(a,b). Alors :

g =00 (e <0),
et,

B =0 (e=0).
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Définition 2.4.2. Soient « € C, n = [Re(a)] + 1 et § = tD (D = 4). Les dérivées

fractionnaires de Hadamard & gauche et a droit d’ordre o de f sont définies par :

“Dz N0 =60 = (1) T / (6 2) D, 5,

n—«o

et

(" Dy £)(t) = (=0)" (55— f)(1)

I
VR
L
S
'

3
e
3
| —_
L
\Q‘
7D
)
o
S|
N~
7
o)
L
=
=
I~
=~
A
=

Respectivement.

Proposition 2.4.2. Soit Re(a) > 0, et 1 < p < +o0, alors, pour f € LP(a,b) :

HDS-;—]S-;-JC =f (C < 0)7

et,

"Dy gpf=f (c=0).

Proposition 2.4.3. Soient o, § € C avec Re(a) > Re(5) > 0. Soit f € LP(a,b) avec (1 < p <
+00) :

DL o f=020"f et Dy gy f=5""F.

2.5 Approche de Grunwald-Letnikov

Cette définition se base sur I'obtention de dérivées par différences finies. La dérivée de

Grunwald-Letnikov d’ordrea est définie par :

52
(Dg ))(t) = lim A=} (=1)()f(t — jh).

h—0
=0

Les coefficients binomiaux avec des signes alternatifs pour des valeurs positives de n sont

définis comme
n(n—1)(n—2)..(n—j5+1) n !

j! jin—j)!

() =
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Pour le calcul des coefficients binomiaux on peut utilisés la relation entre la fonction Gamma
d’Euler et la factorielle, définie comme

al B I'a+1)

(?):j!(a—j) ! _F(j+1)F(a—j+1)

La dérivée de Grunwald-Letnikov présente un intérét numérique évident. Si h est assez petit,
e

évaluation discrete de h™ > (—1)7(%)f(t — jh) permet d’approximer la dérivée fraction-
=0

naire sur R (de Liouville). Par contre les inconvénients de cette approche sont sa difficulté

technique pour faire les calculs, les preuves et les grandes restriction sur les fonctions.

2.6 Approche de Weyl
Soit f € C>® (R"), telles que :
Va, 3 €N", J¢>0, Ve eR" |20 f(2)] < ¢,
C’est a dire f fonction de Schwartz, noté f dans S (R").

Définition 2.6.1. /3] Soit f € S (R"™). La transformation de Weyl est définie par :
. +oo
Wa — a 1
( o / (o)

Proposition 2.6.1. [3/ La transformation de Weyl vérifie :

WeoWh =Weth et 4 oW =_—_W*l=WW> d
dx dr

Démonstration. Voir([3], la page 14). O

Définition 2.6.2. [3/ La dérivée fractionnaire au sens de Weyl est définie par :

D) = (52) () )

Oua€lm—1, m[ et meN\{0}



Chapitre 3

Calcul fractionnaire dans le cas discret

3.1 Quelques définitions fondamentales

Définition 3.1.1. Soient a,b € R, et b — a un entier positif.
Dans ce qui suit, on considere [’ensemble de la forme suivante :

N@b = {CL,(I +1,..., b}

Définition 3.1.2. Pour une fonction f, discréte, définie sur l'ensemble N, = {a,a +
1,...,b}, on définie :

V) =ft) = ft=1) et Af(t) = f(t+1) = f(1).

Pour un entier naturel k, VFf(t) et A*f(t) signifie la k™ itération des opérateurs nabla et

delta.

Définition 3.1.3. /2]

(i)Pour un nombre naturel m, la fonction ascendante de t est définie comme suit :

m—1

"= J[t+k), =1 (3.1)

k=0
(ii) Pour chaque nombre réel o, la fonction ascendante de t devient :
= T+

=

OB teR\{..,-2,-1,0}, 0°=0 (3.2)

24
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3.2 La somme a gauche et a droite d’ordre fractionnaire
de Riemann Liouville

Définition 3.2.1. [2]/ Pour o > 0, a € R et f une fonction réelle définie sur N, = a,a + 1, ...,
la somme a gauche d’ordre fractionnaire de Riemann Liouville est définie par :

t

(VN0 = 7y > (t=p(s)* f(s).

Si f est définie sur N = {b,b—1,...}, alors la somme a droite d’ordre fractionnaire de
Riemann Liouwille est définie par

b—1

(Vi f) () = ﬁ S (s — ()T £ ().

s=t

Remarque 3.2.1. [l est bien connu que pour tout o > 0, >0, on a [2]

(V7 VIR) = (V7 VN ) = (VO )(0). (3.3)

3.3 La fonction de Mittag Leftler discréte

Définition 3.3.1. (voir [7, 8, 11] ) Pour A € R, |\ <1 eta,f,z € C avec Re(a) > 0, les

fonctions discrétes nabla Mittag-Leffler sont définies par

\ o )\k Zka+,371
EF— = - 4
a,ﬁ( 7Z) ; F(Oék’—f—ﬂ) (3 )
Pour 6 =1, elles sont écrites comme suit :
N C k ke
Ea()\, Z) = Eﬁ()\, Z) = Z )\ m (35)
k=0

3.4 La différence d’ordre fractionnaire a gauche au sens
de Caputo, et au sens de Riemann

Définition 3.4.1. [9] Supposons que f est définie sur Ny = {a,a+1,....,b}, a <b, a= b(mod1l), «ac¢

[0, 1], alors la définition de la différence fractionnaire & gauche de Caputo (the new left Ca-
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puto fractional difference) dans le sens de Abdon et Baleanu est :

(2200 = PO S V6B p(s), N, (36)

1
s=a+1

et dans le sens de Riemann est définie par :

( 27V =

Z f(s t —p(s)), t € Noy1. (3.7)

s=a+1

Lintégrale fractionnaire associé est donné par :

l—« a

t E—
B B
Ou B(a) > 0 est une fonction de normalisation vérifiant B(0) = B(1) = 1.

(2PVTe)() = (VON(E). (3:8)

Dans [9], ils ont vérifié que ( 2BV~ ABEY £)(1) = f(t) et ( ABEV> ABG = f)(t) = f(1).
De [9], nous rappelons la relation entre la différenciation d’ordre fractionnaire a gauche de
Riemann-Liouville, et la différenciation d’ordre fractionnaire & gauche de Caputo, en utilisant

la fonction discréte de Mittag-LefHler par :

(APCVRE) = (PR ~ fla)

3.5 La différence d’ordre fractionnaire a droite avec la
fonction de Mittag-Leffler

Définition 3.5.1. [9] Pour 0 < a < 1, et f définie sur N, = {a,a +1,...,b}, « € [0,1].

La droite différence fractionnaire de f est définie par :

(s = p(t)). (3.10)

(g yn = 2 (a0 Y o) el

La droite différence fractionnaire au sens de Caputo est donnée par :

b—
(PPN =+ _az —Auf)(8) Ba(3— (s = p(1)). (3.11)
La droite somme fractionnaire de f correspondante est :
(A1) = G 10+ 5 (V1)) (312
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Dans [9], on a vérifié que ( APV, @ ABREYS £)(t) = f(t) et (ABEVE APV f)(t) = f(t). De
[9], nous rappelons la relation entre la droite différence fractionnaire de Riemann-Liouville
et la droite différence fractionnaire de Caputo avec la fonction discréte de Mittag-Leffler

comme suit
B(a)

11—«

(APEVEN) = (PR F)(E) — f(b)

Ex(\b—1). (3.13)



Conclusion

Ce mémoire a pour but de proposer une généralisation de la notion de dérivée tradition-
nelle afin d’inclure les dérivées fractionnaires comme celles de Riemann-Liouville, Gruenwald-
Letnikov et Caputo
Au cours des derniéres années un intérét considérable est attribué aux applications des dé-
rivées fractionnaire (d’ordre non-entier) dans plusieurs domaines. Il a été trouvé dans le
champ des interdisciplinaires, beaucoup des systémes peuvent étre décrits par des équations
différentielles d’ordre fractionnaire.
par exemple :

e Les dérivées fractionnaires on été utilisées largement dans le modéle mathématique de la
visco-¢élasticité des matiéres.

e Les problémes électromagnétiques peuvent étre décrits en utilisant les équations intégro-
différentiels .

e En biologie, il a été déduit que les membranes de cellules d’organisme biologique on la
conductance électrique d’ordre fractionnaire, et alors est classé en groupe de modeéles d’ordre
non-entier.

e En économie, quelques systémes de la finance peuvent afficher une dynamique d’ordre
fractionnaire.

Nous comptons, dans ’avenir appliquer le calcul fractionnaire a d’autre equation, et déve-

lopper d’autre méthodes de résolution des équations a dérivées fractionnaires.

28
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